Gymnasium Neutraubling:

Grundwissen Mathematik

9. Jahrgangsstufe

| Wissen und Kénnen

Aufgaben, Beispiele und Erlauterungen |

Reelle Zahlen, n. Wurzel

Irrationale Zahlen sind Zahlen, die nicht als Bruch (ratio-
nale Zahl) darstellbar sind. Eine irrationale Zahl hat eine
unendliche nicht periodische Dezimalbruchentwicklung.
Die rationalen Zahlen und die irrationalen Zahlen ergeben
zusammen die reellen Zahlen.
Es ergeben sich damit folgende Zahlenmengen:

N: Menge der natiirlichen Zahlen

Z: Menge der ganzen Zahlen

Q: Menge der rationalen Zahlen

R: Menge der reellen Zahlen

Bsp.: Die Diagonale eines Quadrates mit der
Seitenléange 1 hat die Lange \/E

Die Kreiszahl 7t (= 3,141592654...) ist eine irra-
tionale Zahl.

\/g heiRt Quadratwurzel aus a, a ist der Radikand.

JE ist diejenige nicht negative Zahl, die quadriert a
ergibt.

Bsp.: @29; x/6=0;
J90 =310 =9,48683...~9,5:

—/49 =—7: Aber: Vv—49 ist nicht definiert!

Rechenregeln (vgl. Potenzgesetze):

\/_ \/_\/_ \/_— \/_(tellw Radizieren)

Bsp.. \V144x* =144 /x* =12.x% =12x° ;
J5u -+/180u = +/5u-180u =+/900u? = 30]u|

Vaib= [c=+a: Vb= \/—3 (a2 0undb > 0) Jo6r” =16r* -6r° = 16r* -f6r’
\/a_2—|a|— —a, fallsa<0 —ar? Jor® = a6 i
a, fallsa>0
6 Z
2 2 V13xz" :/832xz = 13xz' \/_ =
(x+y) =|x+y|; J(x=y) =|x-y]| @in. Formein) \'832xz \I 8
2 2 va +a Aufgaben: J12x3 -x/&z : \/88X y:\/lle’ 2=
\/_5 = \/5\/5 = : (Rationalmachen des Nenners) _ . \/(a_T)A,: (Ll)
n-te WurzeII)n: X — X2 . X% :Q/; ;
q P Bsp.:
P = gq . = 1 _2

va ad (p€Z;q€eN) 53:%;53:i;53: 1
— =23 4a 3
7z =2 (q €N) %~ 2 s,

Aufgaben:

Schreibe als Potenz: \/_ \/_ Ixe =

1

Schreibe als Wurzel: 25 =,z 5 =, z2= (L2)
Potenzgesetze (Wdhg. 7.Klasse): Aufgaben:
a"-a®=a™ und a":a*=a""’ 72.494: 72_222 ; 22'722
a’-b"=(a-b)’ und a":b"=(a:b) 2 %
(ar)s:ars (2_3> = (L3)
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Quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen

Eine Funktion der Form y =ax? +bx+c (a #* O) heif3t
quadratische Funktion (in Normalenform). lhr Graph ist

eine Parabel. Der Graph der Funktion y = x? heift Nor-
malparabel.

Weitere Schreibweisen flr quadratische Funktionen:
Scheitelform:

2 . .
y=a(x—d)"+e, (mit Scheitel S(dJe))

Ausgehend von der Normalparabel gibt d die Verschie-
bung des Scheitels in x-Richtung, e die Verschiebung des
Scheitels in y-Richtung an.

Nullstellenform (falls Nullstellen vorhanden sind):
y=a(x—x;)-(x=x,), (X, und X, : Nullstellen)

Der Formfaktor a hat folgenden Einfluss auf die Offnung
der Parabel:

a>0: Die Parabel ist nach oben gedffnet.
a<0: Die Parabel ist nach unten geoffnet.

|a| >1: Die Parabel ist enger als die Normalparabel.

|a| <1: Die Parabel ist weiter als die Normalparabel.

y =0,5x?> —x—1,5 mit Scheitel S(1|—2)

2

Scheitelform: Yy =0,5-(x —1)2 -2
Nullstellenform: y=0,5~(x +1)-(X—3)

Normalenform: y =0, 5x% —x -15

Quadratische Erganzung:

y=2x*—6x—2=

=2(x*-3x—-1) = Ausklammern
=2(x% - ix +2,25—2,25—1) = quadrat. Erganzung

:2; hoch 2
=2[(x — 1,5)% — 3,25] =

Aufgaben:
Bestimme die Scheitelform und die Nullstellenform:

y=x%-8x+15
y = —0,5x% + 2x
y=2x?>—4x+3
y=3x%-3

y=2x>+8x+6

=2(x-15)*>—-6,5 Ausmultiplizieren
(L4)
Eine Gleichung, bei der die Losungsvariable quadratisch
auftritt, heildt quadratische Gleichung.
Quadratische Gleichungen der Form Aufgaben:
ax® +bx+c=0 (a=0) werden mit der Losungsfor- | LOS€ die Gleichungen:
) : : ) 5x? —25x+30=0
mel fur quadratische Gleichungen gelost: ;
1 > 3X°—4x+5=0
- |=-b+ _
X179 2 ( b++b 4ac) 0.5x2—x=-0.5
D =b? —4ac heiRt Diskriminante. 252 =2—4s
Dabei hat die quadratische Gleichung
v 2 Lésungen, wenn D>0 (L5)

v 1Lésung, wenn D=0
v keine Lésung, wenn D <0
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Sonderfalle: Aufgaben:
Quadratische Gleichungen der Form ax? +¢c=0 (a=0) Lose2d|e Gleichungen:
werden leichter durch Auflésen und Wurzelziehen gelst. ?-OX —4x=0
2 _
Quadratische Gleichungen der Form 5 X*=5=0
ax?+bx=0 (a #* O) werden leichter durch Ausklam- (L6)

mern von ax gelost.

Gleichungssysteme mit 3 Gleichungen und 3 Unbekannten

Beispiel: I. 3x + 2y + z = 3
I.x - y+2z=26
. 2x +2y - z = -2

Eliminiere mit Hilfe von Gleichung | aus den Gleichungen
[l und Il eine Variable (z.B. y) und erhalte zwei neue Glei-
chungen II* und III*. Verwende das Additionsverfahren.

N=1+21I 5x + 5z = 15
=1 -1l X+ 2z =5

Ldse das System mit den jetzt nur noch zwei Unbekann-
ten (x und z).

- 51 -5z
V4

inlll' > x+4=5 > x =1

-10
2

beideinl > 3+ 2y +2 =3 > 2y =-2>y=-1

Losungsmenge = {(1/-1/2)}

Aufgabe:
Berechne die Losungsmenge des Gleichungssystems:

28— v+ 4z = 5
5+ 2y - 10z = 7
122— 9y- B8z= 11

Ergebnis: Lésungsmenge ={(2/1/0,5)}

(L7)
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Wahrscheinlichkeit verknUpfter Ereignisse

Mengendiagramme und Vierfeldertafeln

Beispiel: 156 Schiler wurden befragt, ob sie Franzésisch (F) und/oder La-
tein (L) haben. Es ergaben sich folgende Ergebnisse:
H(F) = 83, d.h. die absolute Haufigkeit der Schuler mit F betragt 83.
Ferner: H(L)=71und H(Lund F) =H (FNL) =22

Die Schnittmenge F n L (,F geschnitten L) H(Fn L) =22:
beschreibt das Ereignis, dass ein Jugend- 22 Jugendliche haben
licher Franzosisch und Latein gelernt hat. F[Fol) L Franzosisch und Latein
gelernt.
Die Schnittmenge F n L (,F geschnitten L“) H(FnT)=83-22=61
beschreibt das Ereignis, dass ein Jugendli- Jugendliche haben nur
cher Franzosisch, nicht aber Latein gelernt Franzosisch und kein
hat. L Latein gelernt.
Die Vereinigungsmenge F U L (,F vereinigt H(FuL)=(83-22)+22
L) beschreibt das Ereignis, dass ein Jugend- + (71 - 22) = 132 Jugend-
licher entweder nur Franzdsisch oder nur F EOBAL L liche haben entweder
Latein oder beide Sprachen gelernt hat. Franzdsisch oder Latein
0 oder beides gelernt.

Quelle : Lambacher Schweizer 9 (Mathematik fir Gymnasien), Seite 104 und 105 / Klett - Verlag

Die Ergebnisse lassen sich in einer Vierfeldertafel darstellen:

F E Die rot gekennzeichneten
L 22 49 71 Werte waren vorgeben.
L 61 24 85

83 73 156

z.B.: HFUL)=61+22+49=132

Statt absoluten Haufigkeiten kann man auch relative Haufigkeiten in die Vierfeldertafel
eintragen. Die Eintrdge kann man dabei als Wahrscheinlichkeiten interpretieren.

Bsp.: Relative Haufigkeit von F = h(F) = @ = 8 ~ 0,532 =53,2% = P(F)
156 156
F F
L 14,1% | 31,4% | 45,5%
L 39,1% | 15,4% | 54,5%
53,2% | 46,8% | 100%

Aufgabe:

Die 8. Jahrgangsstufe
des Albert-Einstein-Gym-
nasiums besuchen 120
Schiler. Davon sind 60%
Médchen. 2 der Jungen
und 25% der Madchen
sind in einem Sportver-
ein.

a) Erstelle eine Vierfel-
dertafel.

b) Wie viel Prozent der
Schiler der 8. Jahr-
gangsstufe sind in einem
Sportverein?

(L8)
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Ahnlichkeit und Strahlensatze

Strahlenséatze: V-Figur: Aufgaben:
Werden zwei Geraden g und h mit dem a) Berechne wie weit C-stadt von
Schnittpunkt Z von zwei Parallelen p: und D-au und D-au von B-reuth ent-
p2 (die Z nicht enthalten) geschnitten, so fernt sind!
gilt:
1.) Je zwei Abschnitte auf g verhalten sich
wie die entsprechenden Abschnitte auf h.
ZA:AA'= ZB: BB'
ZA :ZA-ZB : ZB
ZA : AA' = ZB' : BB'
2.) Die Abschnitte auf den Parallelen ver-
halten sich wie die von Z aus gemessenen
Abschnitte auf g oder h.
AB:AB=ZA":ZA
AB:AB=ZB:ZB

D-au
O

C-stadt
O
ol
O

S-dorf 6 km
A-heim

O
B-reuth

b) Berechne X, y und z!

Dies gilt fiir beide Figuren! (L9)

Zueinander dhnliche Figuren stimmen in al- Strecken:
len entsprechenden Winkeln und in allen a _ b k
Verhaltnissen entsprechender Seitenléangen a b T

tberein. k heiRt Ahnlichkeitsfaktor.
Zwei Dreiecke sind bereits zueinander ahn-
lich, wenn sie in zwei Winkeln Ubereinstim-
men.

Flachen:

1 . _ L2
A AB'C'D' * AABCD =k

Volumen: V :V=k3
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Potenzfunktionen mit natirlichen Exponenten

Def.: Eine Funktion f(x) = ax" (a # 0) heil3it
Potenzfunktion mit Grad n.

Beispiele:
i ] ]
LI Ty
|
N [
\l I
LY
\er/
N [ A X
-2 0 1
1

¥x
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[l 1, \
17 (IR
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! !
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[
le
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N,
N 1

‘ ¥ =

a >0, n gerade
von links oben nach

rechts oben
Wertemenge R
f(x) =1,5x?

gx)=1,5x*

a<0,ngerade

von links unten

nach rechts unten
Wertemenge R,
f(x) =-0,5x2

g(x) =-0,5x*

a >0, nungerade
von links unten
nach rechts oben
Wertemenge ‘R

f(x) = 2x

g(x) = x°

a <0, nungerade
von links oben nach
rechts unten
Wertemenge ‘R
f(x) = -1,2x

gx)=-1,2x5

Aufgabe:
Gegeben: f(x) = 0,5x% und g(x) = - 0,2x°.
a) Zeichne die Graphen von f und g in ein KoSy.

b) Berechne den Schnittpunkt der beiden Graphen.

(L10)
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Satz des Pythagoras

Satz des Pythagoras:

Im rechtwinkligen Dreieck mit Hypotenuse ¢ und Kathe-
ten a und b gilt:

a’+b®*=c* (Satz des Pythagoras)

Aufgaben:

Berechne die Seitenlange ¢ und den Flacheninhalt des
Dreiecks ABC.
Gegeben: rechter Winkel bei B; b =1,7m;a=1,5m

Berechne die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit
der Seitenlange a.

Zeichne die Punkte P(-5|-2) und Q(2|3) in ein Koordina-
tensystem und bestimme ihren Abstand rechnerisch.

Zeige schrittweise, wie man die Raumdiagonale eines
Quaders mit |, b, h berechnen kann.

(L11)

Kehrsatz zum Satz des Pythagoras:

Gilt in einem Dreieck a® +b? =¢?, so besitzt das Dreieck
einen rechten Winkel am Punkt C.

Aufgabe: Ist ein Dreieck mit den Seitenlangen
a =13 cm, b=5cmund c =12 cm rechtwinklig?

(L12)

Trigonometrie

Die Seitenverhaltnisse im rechtwinkligen Dreieck haben
besondere Namen:

sin((p): Gegenkathete des Winkels o
Hypotenuse
oS ((P)zAnkathete des Winkels o
Hypotenuse
tan( ): Gegenkathete des Winkels ¢
Ankathete des Winkels ¢

Bemerkung: Die Hypotenuse ist immer die langste Seite eines recht-
winkligen Dreiecks.

Trigonometrische Formeln:
sing

sin @ = cos(90° — @)
cos @ = sin(90° — ¢)
(sin@)? + (cos@)? =1

Beispiel: Steigung 8 % auf dem Stral3enschild:
Berghohe

Bergbreite

Berghohe = 0,08- Bergbreite

tan () =0,08 = 0,08

Bergbreite : 750m = Hohe: 60m ;
Steigungswinkel : ¢ ~ 4,59°

Aufgaben:

In einem bei C rechtwinkligen Dreieck ABC gilta = 4,2
cm und a=30°: Berechne b und c.

Eine Person der Grof3e 1,75 m steht im Abstand 150 m
vor einem Turm und sieht diesen unter einem Erhe-
bungswinkel (Winkel gegen die Horizontale) von 42°.
Berechne die Turmhdhe. (Rechne mit Augenhdhe
1,60m.)

Berechne die Bogenldnge und den Flacheninhalt eines
Kreissektors zum Mittelpunktswinkel 80° und der Kreis-
sehne der Lénge 6 cm.

(L13)
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Trigonometrie — Sinus und Kosinus am Einheitskreis

2. Sinus-, Kosinus- und Tangenswerte flr
beliebige Winkel
Sinus-, Kosinus- und Tangenswerte von Winkeln,
die groRer als 90° sind, lassen sich auf Winkel
zwischen 0° und 90° zurlckfuhren:

e Der Quadrant liefert das Vorzeichen:
Sinus Kosinus  Tangens

AbEYARYAR
NPANPANP,
e Die Differenz zwischen dem Winkel und 180°

bzw. zwischen 360° und dem Winkel liefert
den zugehorigen spitzen Winkel.

Fir welche Winkel « € [0°% 360°[ ist sin a = 0,67

- Da der Sinuswert 0,6 positiv ist, missen die Winkel & im I. bzw. II.
sin 120° = +sin (180°— 120°) = sin 60° = i\/g Quadranten liegen. Der TR liefert das Ergebnis a = 36,9°.
- Eine weitere Losung ist also a = 180° — 36,9° = 143,1° (1. Qu.)

Bsp:

cos 240° = —cos (240°—-180°) = —cos 60° = —%

Aufgabe 2: Fur welche Winkel a € [0° 360°[ ist cos a = —0,3427

Sinussatz und Kosinussatz

In jedem Dreieck ABC gilt: & Aufgabe:

Im Dreieck ABC sind gegeben:
b =70mm, ¢ = 56mm, p = 50°

A Berechne die Winkel y und o und die Seite a.
A

B Losung: y = 37,8°, a~92,2°,a #91,3cm

, a sina_ b sinB_ a sina
Sinussatz:. —=——+, —=—, — = —— (|_14)
b sinB ¢ siny c¢ siny

a’ =b* + ¢ — 2bc-cosa
Kosinussatz: b® =a® + ¢* — 2ac-cosP
¢ =a’ + b® - 2ab-cosy
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Losungen:

L1:
3
V123 \f3x = /36" =6x%; /88x%y 1 11Xy = ’88);32 - / ? :3\/22@
11x°y xy x\y Xy

2" =[; |(a-b)" =|(a-b)’|=(a-b)’

L2:
3 1 6 6 6
U =x6 =x2; Yx®=x3=x% Yx®=x3% =x 3=x7?
2 2 1
25 =X7%; 7 5=3z7? —i; 7 2= z‘1(=ij
522 7
L3:
9 9 13 5 5 55 5 5 5 5
72.49=72.72 =752 708 72 _\[78; 23.28-233-20-1; 23.73=(2.7)s =143 = J14°
1

2 \5 4\5 1 1
2| 23 | )5 56 51
A I R R B A K 23|23 .283_-9235.03_

2° 2°

1 1 10

L4:

Normalenform Scheitelform Nullstellenform

9. Jahrgangsstufe

y=x%—8x+15
y = —0,5x?% + 2x
y=2x%2—4x+3
y=3x%?-3

y=2x>+8x+6

L5:

y=x-4%-1
y=-05(x—-2)>+2
y=2(x—-1)%+1
y=3x?-3
y=2(x+2)*-2

5x? -25x+30=0 =X, =2 X,=3
3x? —4x+5=0 = keine Lésung

0,5x%—x=-0,5 = X;,, =1

257 =2-4s =s°+25-1=0=>X,,, =

&

-2+

N

=Xy =

y=&-3)x—-5)
y = —0,5x(x — 4)

y=3x+1Dx-1)
y=2x+3)x+1)

2

ﬂ :>x1:—1+\/§ X, =—1-2
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L6:

20x* —4x=0; 4x(5x-1)=0 =x,=0 X, =0,2

%X2—5=0; x*=25 =X, =15

L7:
28— v+ 4z = 5
S5+ 2y- 10z= 7
125—= 9y- 8z= 11
"=21+1 9x - 2z= 17
=9 1-1Il 6x +44z= 34
211°=3 1 -136z = -68
z= 0,5

inllF>9%-1=17 - 9% =18 -2 x=2
xundzinl: 4-y+2=5 > y=1

Losungsmenge ={(2/1/0,5)}

L8:

60% von 120 =72
120 - 72 =48
%von 48 = 32
25% von 72 =18

a) Vierfeldertafel: Ma T
SV 18 32 50
sV 54 16 70
72 48 120

b) Aus Vierfeldertafel ablesen: H(SV) =50 -> in Prozent: %"0 ~41,7%
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L9: Zu den Strahlensatzen

a) 3km _ CD

= - =¥ & CD=45km
6km  9km
BD 6km+3km ==
e = ek & BD =7.5km
x_3 y+5_ 6.,
b)5—3<:>x—5 s —3<:>y—5
> 2 & z=2
5 2
L10:
a)
\ X b) f(x) = g(x)
Y.
\ 4 / 0,5x2 =-0,2x3
\ . /
\ ? /| 0,2x3+0,5x>=0
\ \ - / 0,2x% (x +2,5) = 0
N /
N «| Losungen: x1=0; x2=-2,5
31-2]-1]o0 2 | 3|
N
1 AN
\ f(0)=0 > S:(0/0)
\ f(-25) =3 > S, (-25/3))
L11:
Dreieck

= 1,72 1,52 = /0,64 = 0,8 [m]

C
A=1.15.0,8=0,6 [m’]

gleichseitiges Dreieck

2 2 ha
h, = faz—(%j :4/a2—a7: /%az :%a\/g
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Abstand von P und Q

dz\/(xp %) +(Yp—Yq) =+49+25 =74 ~8,6[LE]

Raumdiagonale l
I
12 + b2 = 2 aurndiagopale f

_—— - — _I\\
e? +h? = f?

Flachendiagonale €
= f=+/12+b% +h?

L12:
Ein Dreieck mit den Seitenldngen 13cm, 5cm und 12cm besitzt

wegen (12cm)2 +(5cm)2 :(13<:m)2 bei A einen rechten Winkel

L13:
Dreieck
sing=2 = c=-2 = 4_,20m =8,4cm
c sina sin30°
cosa:g = b=c.-cosa =7,3cm
c
Turmaufgabe
tan 42° = L = h=tan42°-150m ~135,06m h Turm
150m

135,06m +1,60m =136,66m ~137m

42°  450m /

1,60m
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L14:
Gegeben: b =70mm, ¢ = 56mm, B = 50°

siny _ 6mm iy = 20MM G500 ~ 0,613 > y ~37,8°
sin50°  70mm 70mm

Losung:

o~ 180° — 50° — 37,8° = 92,2°

a2 = (70mm)? + (56mm)? - 2-70mm-56mm-cos 92, 2° ~ 8337mm?
> a ~91,3mm




